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UNA NOTA SOBRE PROBLEMAS DE EXTENSION
por
Luz G. TORR ES
I. Introduc cidn , Consideremos el siguiente problema ba stante general: Dados
dos conjuntos M y M', un subconjunto propio D de M y una Iuncion [: D -+ M'
que satisface una propiedad dada (p), 6existe, entonces, una extension [: M -+ M'
de / que satisface (p)?
Obviamente, la natura le za d,.. M Y M', asi como la de la funcion /' dan lugar
a una gran variedad de problemas partlculares de extension, muchos de los cuales
son harto conocidos. EI objetivo de este corto trabajo es la pre sentae ion de un re-
sultado obtenido por G. MINTY [4] Y expuesto en el te ore rna 1, el cual nos propor-
ciona un me todo general para demostrar la existencia de una tal extension cu ando
M Y M' son es pac ins metr ico s y / sattsfa ce una cond icion de continuidad de Lips-
chitz ? de Holder. En el apart ado § 3 ilustraremos como apl icar el teorema de MIN-
TY en tres casos part iculare s (teoremas 2, 3 y 4) .
2. Func ione s de Kirs zbraun, Aqui X denotara un espacio vectorial topolo gi-
co y Y un conjunto, salvo indtcacien de 10 contrario,
DEFINICION 1. Una Iuncion [: X ....IR e s semicontinua superiormente si, pa-
ra cada a e IR r I x : lex) < a I es abierto en X. Similarmente, / e s semicontinua
7
in jeriormente s i, para cada ex e R . I x: [I.x) > ex I es abierto en X. Notese que
si I es continua, entonces I es semicontinua inferior y superiormente.
DEFINICION 2 . Una Iun e ion I: X ... IR se dice semicontinua in[erior y [inita-
mente. si su re s tr icc ion a un subespacio de dimension Iinita de X es semicontinua
inferiorm en re,
Reconlemos que un conjunto Fe X es convexo si para xl' x2 (F Y para cual-
quier A.,0<A.<1, x=A.x + (l-A.Jx2(F .- - 1
Una Func ion I: F ... IR es convexa si para xl' "z (F Y A., 0 $A. $ 1, IO.x1 +
(l.A.)x2) S A.1(x1)+(l-A.) l(x2)·
DEFINICI6N 3. Una [unc ion 1>: X x Yx Y ... IR se dice una [uncidn de Kirs-
zbraun (Iuncion K) si
(i) Paracada (Y1'Y2)(YxY, Iijo, 1> essemicontinuainferioryfinitamente
con respecto a la variable x.
(ii) Pam cada (Y1' Y2) e Yx Y , fijo, 1> es convexa con respecto a la variable
x
(iii) Para elementos x1·x2'
m
. ~1 fli flj 1> (xi-Xj' Yi' Yj)?' 2 [ fli 1> (xi-x, Yi' yo) •
l,J i= 1
m
donde fli>O. i=l ..... m , ~ fl·=l
- i=l t
m
y x=~ v ;»:. j= 1 J J
Si X es un espacio de dimension finita y 1> satisface (i),(ii) y (iii) con m = dim
(X) + 1, ent once s 1> se dice una [unc idn K de dimension lin ita .
TEOREMA 1. Sean X un espacio top oldgic o vectorial, Y un con junto y 1> :
X x Y x Y ... IR una [unc idn K. Supongamos que para r t- x2' ...• xm (X e Y i:
Y2"'" Ym( Y ,
8
¢ (x ,».» • y .• Y ) < O. i = 1 ••..• m.
tOt 0 -
Para su demostrac ion necesitamos un lema y una version del teorema de K. Fan,
los cuales enunciamos a cont inuacion :
m
LEMA 1. Sea pm = 1/1 = (/11'/12 ..... /1 l , /1'> O. L /1' = 1 I. Para cadam t - i= 1 t
i=l, ._... m de jinamos l:' pm ... lR por
Ii ( /1) = ¢ (xi -x, Y i ' yo) •
m
donde /1 = (/11... · '/1m) Y x = -L /1' x . Entonces. para cada i, Ii es s em ic on-r 1 J J
tinua inferiorment e Y c onue x a .
U emostracidn , Ii es semicontinua inferiormente ya que Ga = 1/1: li(/1» a r
ex e lR 1 es abierto en pm. En efecto, consideremos en P'" la me tr ica dada por
m
d Iu , v ) = L I /1i - vii. Es suficiente demostrar que si /1 e Ga • exi ste 0> 0 tali= 1
que para todo V(pm. d(/1,v)<o=>li(v»a. Sea A unsubespaciode X ge-
nerado por "r x2 •.•. ,xm . Como ¢ es una funcion K, la re stricc ion de ¢ a A
es sem icontinua inferiormen te , I.e, para cada i y a (lR ,I x : ¢ (x, Yi: yo) > a I
m
es abierto en A. Entonces, si z = x . - L /1' x , existe E> O. ta l que para ca-
o t j= 1 J J
da z(A.llzo-zll<E=>¢(z'Yi'Yo»a. Tomemos o,O<o<-1f,donde M=
md x II Xi II. En estas condiciones, d(/1, v) < 0 => II z-zo [I < E, luego
t
d ( /1, v ) < 0 => Ii (v) > a .
Demostremos ahora que Ii es convexa. Sean /11•/12 (pm y '\', 0 < ,\, < 1
_ m 1 m 2
-¢('\'(X'-L /1.x.)+(l-'\')(X.-L /1' x.),y.,y). Como ¢ esconvexacon
t j= 1 J J t j= 1 J J t 0
respecto a la variable x,
2 m 1 m 2
li('\'/11+(l_'\')/1 ) ~ >"¢ (xii;l /1jXj'Yi,yo)+(l-'\')¢(Xij;l/1jXj'Yi'YO
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TEOREMA 2 [21 sean M un subconjunto compacto de /Rm y /1'/2'···' /m
[unc ion es de valor real, s em icon tinua s inferior mente y conue x as, de finidas en M .
m
Supongamos que para cada iX= (CX1, ••• ,iXm), con CXj2: 0 Y i~l iXi= 1, existe
un punta ~iX que s atis jace
m
~ iX'/'(~N)< O.i:1 J J "" -
Entonces existe un pun to ~o€ M, tal que para todo i. 1 < j < m /.(~ ) < O.- - J o-
m m
Demostracion del teorema 1. Para /l€pm, ~ 11·j.(~)= ~ II • ..I..(X.-x v; Y )
m i= 1 t t i= 1r i 'I-' ! ' t ' 0 '
donde x =.~ ~i xi' Como ¢J e s una Iune ion K, tornan do ~=/l' se tiene
J-1
i, j = 1, ... , m .
Norese que pm C /Rm es compacto, luego, por el teorema anterior, existe un
/lo€ pm que cumple
m
Si Xo =i"!-i /lojXj, entonces ¢J (xi-xo' Yi' Yo):S 0 para i=l, ... , m .
Si X es de dimension n, apl ic amos el
Teorema de Helly . [11 Sean C l ' C2, ... , Cm (m> n+ 1) con juntos conue xo s
en /Rn. Si la inter s e c c ion de n+ 1 cualesquiera de estos conjuntos no es vacia ,
enton c e s
mn C.=I¢J.
i = 1 t
Para esta sj tuac ion hay dos posibilidades
la re la cion
m
~ /l·I1·¢J(x.-x.,y.,y.»
i,j= 1 ! J ! J ! J-
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se sat isface, En efecto, como ¢ es una funcion K de dimension Iin lta, se tiene ,
Sean X'(X ,y'(¥ . Tome mos xi=x', Yi=Y' Y /1i=O si m+1,Si,Sn+1; en-
tonces la expres ton anterior se reduce a la primera y, por el teorema 1, exi ste
(ii) m> n+ 1 . Sea Ai = Iz : ¢ (xi-z, Yi' Yo) SOl; es claro que Ai e s un sub-
ns-L
conjunlo convexo de X. Por (i), . n A 'k i ¢ y por el teorema de Hel ly,
m k=1 t
k01 Aik i ¢ , luego existe un punto Xo (X tal que ¢ (Xi-Xo' Yi' Yo) :::; O.
3. Algunas aplic acione s, Obtendremos ahora algunos resultados utilizando la
tecn ica anterior.
TEOREMA 2. Sean "r ": ... ,xmdRm, Y1'Y2, ... ,ym(IRP Y D=!Y1'Y2'''Yml.
Supongamos que f: D .... IRm es tal que
(a)
Sea Yo( /RP. Entonces f puede ext enderse a D U IYo I de tal manera que s ati s-
[aga (a).
Demostradon. Oefinimos ¢: /Rm x I?P x I?P .... /R asi
2 2Ilxll-IIY1-)'211 . ¢ ea una Iunc ion K. En efecto
(i) Para un elemento fijc (YL' Y2) (m.P x /RP, ¢ es continua con respecto a
x y. por 10 tanto. e s semicontinua inferiormente con respecto a la misma variable.
(H) Para (Y1' Y2) ( RP x /RP , fijo, ¢ es convexa con respecto a la variable
x porquesi Xl,X2(Rm y 0:::;A:::;1, ¢(Ax1+(l-AJx2'Y1'Y2)=IIAx1+
2 222 22 2
(l-A)x211-IIYrY211 =A Ilxlll + 2 A (l-A)(x1 ,x2) + (l-A) Ilx211-IIYrY211.
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Aqui t : ) indica el producto interno en IRm• Entonces
2 2 2 2
.¢ (A xl + (1- A)x2' y1 ' Y2) = A( IIxIII-II y rY 211 J+ (1- A)(II x211-II YrY 211 )
2 2 2 2
+ (A -A) IlxI11 +2A(1-A)(xl,x2)+ «(1-A) - (1-A)) IIx211 =A¢(xl'Yl'Y2)+
2 2
+ (1-A)¢ (x2'Yl'Y2)-A(l-A)llxlll + 2A (1-A)(xl,x2)-A(1-A)llx211
(iii) ¢ satisface la desigualdad (iii) de la definicion 3 como veremos a conti -
nuacion
m m 2 2
~ Jl. Jl . ¢ t«, -x" y., y. ) = ~ Jl' Jl . (II x .-x ·11 - II Y .-y. II
i, j= 1 'I 'I' I i, j= 1 'I 'I 'I
2 2 2
La re lae ion Ilxi-xjll = Ilxi-xll + Ilxrx[I-2(xi-x, xj.-X) nos permite obte-
m m 2
nerpara x = ~ Jl.x. Y y. (JRP, ~ Jl·Jl.{llx.-x·II-IIY·-Y·II) =
o i=I ,., 0 i,j=I' I 'I 'I
m 22m 2
= ~ Jl·Jl·(llx.-x [I + Ilx.-x II -2(x.-x ,x.-x ) -~ Jl·Jl·(lly·-y II
i,j=1 t I· '0 I 0 '0 I 0 i,j=1 'I ' 0
2 m 22m
+ IIY'-yll -2(y.-y ,y.-y )=2 ~ Jl·(llx.-x 11-lly·-y I[ -2~li(xi-xo)'I .0 '0 I 0 i= l' '0 '0 ,-
m m m
.~ Jl.(xJ.-xo))+2<'~ Jli(Yi-Yo)"~ JlI'(YI'-Yo))'I-I I ,-1 I-I
m
Como ~ Jl'(x.-x ) = 0, la expres ion anterior queda reducida a
i= 1 ' , 0
m 22m 2
2 ~ Jl·(llx.-x II-IIY·-Y 1'1 J+211~ Jl.(y.-y ) IIi= l' '0 . '0 i= 1 ' , 0
m 22m
> 2 ~ 1l·(llx -x·11 -lly·-y II )=2 ~ Jl.¢(x.-x 'Y"y )- i= l' 0' '0 i= l' '0 t 0
La condicion (a) es equivalente a
¢ (x.-x., Yi' Yj):s. o., I
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Porel Teorema I, dado Yo(/RP,existe Xo(/Rm tal que ¢(xi-xo'Yi'Yo) S 0,
esdecir, I[xi-xoll S [[Yi-Yo[!' i= 1, ... , m , Tomandoenlonces /(Yo)= xose
obt ien e el resultado deseado.
TEOREMA 3. Sean X un espacio de Hilbert Y Y un e spacio me trico, Sean
tal que
(b)
entonce s, dado Yo e Y, existe/: D U lxo I ....X que s atis jace (b).
D emostrac idn, Oefin imos ¢: X x Y x Y ... /R por
2
¢(x'Y1'Y2)= [[xli -d(Y1'Y2)
Siguiendo el mecanismo utilizado en el teore ma 2, puede demoslrarse que ¢ es una
Iuncion K. La c ond ic ion (b) puede expresarse de la manera siguiente :
i = 1, ... , m
es la extension deseada .
TEOREMA 4. Sean X un espacio de Hilbert, Y un espacio vectorial provis-
to de un producto e s ca lar, Y D = I Y1' Y2"'" Ym 1 un subconjunto de 1: Sea
/: D ... X una [un cidn que s atis jace II/(Yi)-/(Yj) lis k IIYi-Yjllex, O~ ex~ 1
k> 0 (cJ. Entonce s, dado Yo (Y, existe una extension de / a D U IYo I que
satis [a ce la condic idn (cJ.
D'em ostracion , Ella es similar a las anter iore s, definiendo en este cast>
2 2 2ex .
¢(x, Y1' Y2) = II x II - k II YrY211 ' y us ando nuevamen te el teorema I •
13
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